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标的 资产 由 分 数 维 布朗 运动 驱动 的 亚 式 期 
权 定 价 及 套 期 保值 * 


刘 宣 会 !， 薛 ” 园 1!， 徐 成 贤 ? 
(1- 西安 工程 大 学 理学 院 ， 西 安 710048; 2- 西安 交通 大 学 理学 院 ， 西 安 710049) 
摘要 : 在 标的 资产 价格 由 分 数 维 布朗 运动 驱动 的 假设 下 ， 文 章 研究 了 一 种 亚 式 期 权 的 定价 。 我 们 利 


用 Numeraire 变换 与 复制 首先 将 亚 式 期 权 定 价 转变 为 类 似 的 欧式 期 权 定价 ， 然 后 运用 Merton 对 
冲 风险 的 思想 得 到 亚 式 期 权 的 定价 ， 最 后 运用 Malliavin 分 析 与 一 般 地 Clark 公式 给 出 亚 式 期 权 


的 套 期 保值 策略 。 
关键 词 : 分 数 维 布朗 运动 ， 亚 式 期 权 ， Numeraire 变换 ， 对 冲 风险 
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1 引言 


在 大 多 数 的 金融 系统 、 系 统 控制 及 工程 领域 的 应 用 中 ， 一 般 认 为 系统 中 随机 扰动 为 标准 的 
布朗 运动 ， 然 而 现实 中 系统 的 随机 扰动 往往 表现 为 大 范围 的 相依 性 ， 即 现实 中 系统 的 行为 表现 
为 在 给 定时 间 上 后 ， 系 统 的 状态 不 仅 依赖 于 上 时 刻 的 状况 ， 而 且 也 依赖 于 在 时 刻 上 以 前 的 整个 历 
史 。 
而 在 人 金融、 通讯、 网络 等 应 用 中 遇 到 的 另 一 个 重要 的 系统 特征 ， 表 现 为 一 种 自 相 似 性 ， 即 
过 程 {Xos,t e [0,1} 与 过 程 {aH# Xi,t € [0,1]} 具 有 相同 的 概率 分 布 。 而 分 数 维 布朗 运动 正 是 具 
备 上 述 这 两 种 属性 的 最 简单 的 随机 过 程 。 

然而 Lin 在 [研究 表明 这 种 分 数 维 布朗 运动 不 具有 马尔 可 夫 性 ， 也 不 是 半 蒜 ， 因 而 精 典 的 
随机 分 析 理 论 不 能 直接 于 这 种 分 数 维 布朗 运动 ， 对 于 分 数 维 布朗 运动 的 积分 理论 目前 有 两 种 ， 
一 种 以 Wick 积 为 基础 的 Wick 积分 ， 另 一 种 为 Stratonovich 型 积分 理论 。 

在 Wick 积 的 基础 上 ， 文 2 研究 了 分 数 维 布朗 运动 的 积分 理论 ， 称 它们 为 分 式 It'o 型 积 
分 ， 并 且 证 明了 在 股价 服从 分 数 维 布朗 运动 时 对 应 的 金融 市 场 的 无 套利 性 与 完全 性 。 文 [在 
股票 价格 服从 分 数 维 布朗 运动 时 ， 采 用 Stratonovich 型 积分 研究 了 金融 市 场 的 完全 性 及 期 权 的 
套 期 保值 问题 。 

本 文 在 [2,3] 的 基础 上 ， 研 究 了 标的 资产 价格 服从 分 数 维 布朗 运动 时 ， 一 种 亚 式 期 权 的 定 
价 问题 ， 采 用 分 式 It’o 型 积分 理论 ， 在 金融 市 场 为 完全 时 ， 对 标的 资产 价格 的 算术 平均 进 
行 复制 ， 然 后 运用 Numeraire 变换 的 方式 将 亚 式 期 权 ( 具 有 算术 平均 支付 ) 定 价 问题 简化 为 
一 种 类 似 于 欧式 期 权 ， 然 后 利用 Merton 对 冲 风险 的 思想 而 得 到 原 亚 式 期 权 的 定价 ， 最 后 运 
用 Malliavin 分 析 给 出 该 期 权 的 套 期 保值 策略 。 


收 稿 日 期 : 2007-07-10. 作者 简介 : 刘 宣 会 (1964 年 11 月 生 ), 男 , 博士 , 副教授 . 研究 方向 : 金融 数学 与 风险 管理 . 
* 基 金 项 目 : 国家 自然 科学 基金 (70271021). 
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2 一 些 基 本 概念 及 结论 


在 分 数 维 布朗 运动 中 当 互 = 3 时 ， 就 成 为 标准 的 布朗 运动 。 当 万 关 3 时， 分 数 维 布朗 运 
动 ， 既 不 是 马尔 可 夫 过 程 ， 也 不 是 半 蒜 ， 而 是 比 标准 布朗 运动 更 为 一 般 的 随机 过 程 ， 考 虑 到 本 
文 的 需要 ， 下 面 先 引入 关于 分 数 维 布朗 运动 的 分 式 It'o 型 积分 理论 。 

定义 1 设 0 < 右 <1， 如 果 一 个 高 斯 随机 过 程 {BF ,te R+} 满足 下 列 条 件 ; 

1) E(BF)=0; 

2) EIBFBH) = 二 {ltl2 避 十 1sj2 — lt— sl2#}, 

对 于 所 有 s, te R+ 都 成 立 ， 那 么 {BE,t e R+} 称 为 具有 Hurst 参数 耳 的 分 数 维 布朗 运动 。 

如 果 万 = 时 ，{BE,t e R+} 就 成 为 标准 的 布朗 运动 。 

设 Q = 00(R4,R) 为 Ri 上 实 值 连续 函数 组 成 的 空间 ， 存 在 一 个 概率 测度 PH (在 (Q, 入)) 相 
对 应 过 程 B# : 9  R, BE(w) = wu 人 bu & Q， 为 满足 定义 1 中 1)，2) 条 件 的 高 斯 过 程 ， 这 
时 BE 为 精 典 的 分 数 维 布朗 运动 。 


3 ”模型 建立 


设 金融 市 场 有 两 种 证 券 ， 一 种 为 无 风险 证 券 ， 另 一 种 为 风险 证 券 ， 设 为 股票 ， 其 中 无 风险 
证 券 价 格 为 PB(t)， 服 从 下 列 方程 


dPo(t) 一 rpo(t)dt, Po(0) = (1) 
风险 证 券 的 价格 为 P(t)，P(t) 服从 下 列 随机 微分 方程 
dP(t) = uP(t)dt + oP(t)dBH(t), P(0)= PD, te {0,T7), (2) 


其 中 心 c 为 常数 ，BA(t) 为 (9, 大 吕 , PE) 上 的 分 数 维 布朗 运动 且 吾 < (3,1)， 以 后 为 了 表示 方 
便 记 P(t) 为 PR，BH(t) 为 BH。 由 文 [3] 的 结论 表明 由 (1)-(2) 构 成 的 金融 市 场 为 无 套利 的 完全 


市 场 。 
有 一 dP T PE a 
0= = Eo 
一 ， 3 exp { ) bdB — 3 [ 下 bplt, s)dtds), 


设 
Ef{ exp ( (f{ 站 bp(s， t)dsdt)} < oo， a 


和 t 
BF = BH -/ Op(t, s)ds 
时 _ 0 
为 P 下 的 分 数 维 布 朗 运 动 ， 在 风险 中 性 测度 忆 下 风险 证 券 的 价格 忆 为 
dp: = rpidt + apdBE, te [0,T]. 
现在 考虑 以 (2) 风险 证 券 为 标的 资产 具有 下 列 支 付 函数 
(Pr—hkPr—k) 或 (ks -kiPr — Pr)t, (3) 


那么 


其 中 
pb 1 S20 3 
万 7 = 让 Pdt (算术 平均 ) 
为 亚 式 期 权 的 定价 ，k1, ks 为 常数 。 
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4 亚 式 期 权 的 定价 方程 

定理 1 以 (2) 价 格 为 标的 资产 ，(3) 为 支付 函数 的 亚 式 期 权 价值 为 u(t,z4)， 那 么 在 模 
型 2 的 条 件 下 ，w(t, zt) 满足 下 列 方程 


Ou O2u Ou 和 
区 [(c ba zt)o DY zt] 好 十 (4 一 ?7 已 三 0, vu(T zT) 一 (2 k1) 。 


为 了 证 明定 理 1 的 结论 ， 我 们 首先 引入 下 列 引 理 。 
引 理 1 (Fractional Clark-Ocone Theorem) 设 FeL?(p), 并 且 玉 为 下 可 测 , 那么 B[DiF] e 
Ly? 并 且 有 


~ T ~ ~ 
F(w) = BIF] + 人 BlDiFldBH. 


关于 L422，Di 下 可 参照 [3]。 
引 理 2 设 je 732 且 


M(#) = 人 Js)dBE， 


那么 M(t) 为 FF 拟 鞭 。 
引 理 3 设 
dX(t) = p(t,w)dt +o(t,w)dBB, yp,o € Lb?, 


如 果 f e C2(R+ x R)， 那 么 


t t 
0 0 


Fl XD) = 00,X(O) + { Hs Xe)as+ { HE Xl)uls)ds 


+ 站 SL(s, X(s)o(s)dBr + / | Se (s))D?X(s)ds. 


引 理 4 在 模型 (1)-(2) 组 成 的 金融 市 场 上 ， 对 于 有 界 的 未 定 权益 五 & 2(P)， 在 任意 时 
刻 te [0, 了 时 价格 为 F(t) = eT" HE[F). 

证 明 由 [3] 结论 可 知 模型 (1)-(2) 组 成 的 金融 市 场 为 完全 市 场 。 因 而 存在 ai, bi 使 得 下 式 成 
立 


EF: 一 a Polt) 十 bP, te [0， 了 ]， (4) 
Fr=F. (5) 
对 (4) 进行 微分 可 得 


dF 一 ardPolt) 十 bidpr 


= arPo(t)dt + belrPidt + oPdBH] =rFdt + bPdBE, 

那么 ， 

etF: = F(0) + esobspsdBE. (6) 
0 


由 引 理 1 可知 到 
eTF= Blp+e"r 人 E.[D: FIdBE, 
0 
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由 市 场 的 完全 性 ， 则 有 下 列 结论 
EIDiF] =e'T tobP, tel0,T), 
因而 


eTF 


| 


1 
五 [如 十 e "tobPdBr! Ele™"TH) 
0 


二 
= EIF] +E| / e "tobPdBe |. 
0 


由 引 理 2 可 知 上 式 即 为 


t 


Ele— TF] = EIF]+ | etobpdBF, (7) 
0 


由 (6)-(7) 可 知 
Fi=e "TER). 


定理 1 的 证 明 ” 设 在 时 刻 t 时 在 风险 证 券 上 的 投资 量 为 qt,t € [0,T]， 不 妨 设 qt 具有 下 列 形 
式 
[1 err-7)], #e 10,7, 


dt 二 rT 
那么 由 自 融资 策略 qi 而 得 到 财富 为 X,, XX, 满足 下 列 方程 
dX: = qdP +7r(X: — qeP:)dt. 
设 投资 者 具有 初始 财富 zo = go Py e-"Ths。 这 时 
人 
XT 一 erTz0 sh . qre” (Tt (dP i rPdt), 
0 
而 由 于 
I 3 
站 er( -bgi(d 书 —7rPdt) + e"(T-t) Pdg; = grpr — e”T gopo, 


0 


Xr=e votorpr -er gp | eopgldt 
0 


I 
= 元/ pidt — k2 = Pr — ky, 
0 


(Br — kipr — kr)t = (Xr — kipr)t = | )zz] . 


令 必 一 i, 由 引 理 3 可 知 


pt 
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而 
1 1 1 
dl 一) = 一 一 -一 4 一 一 一 一 ， 
) D2Dir ptope 
= 2 r 0 ,~ 20 
dBH + dt=——dt——dBfi+ |(——o— )dt 
+ (% 30p DF pi) Dt pi t (ED 
t 
Dr pt = ome /eady = oHPtH-!. 
0 
因而 就 有 


r GO ~ 202 1 
dZ: = Xi| ——dt——dBfi+—— HH-ldt| 十 二 [osdps +r(X: 一 dt 
t | ps pt t pt | Ds [a pi + 7(Xz — qepr) | 


= 22.02Ht?H -ldt + (qt — Zi)odBH = (gq — Ze)odB:H, (8) 


其 中 Bx# 为 Numeraine 变换 测度 p* 下 的 分 数 维 布朗 运动 。 那 么 以 (3) 中 价格 为 标的 资产 ，(4) 为 
支付 函数 的 亚 式 期 权 价 值 由 引 理 4 可 知 为 


V(t: ki, kz pt) = e "(TH EIB — kipr — ka)t | 万] 
= e "(TH EI(Xr — kipr)t | Fl 
= po 本 |(27r 一 局 六 | Fe] = w(t : z). (9) 
现在 我 们 建立 下 列 投资 组 合 
元 一 人: 人) 一 人 2 
其 中 人 表示 在 风险 证 券 上 的 投资 量 。 那 么 由 引 理 3 可 知 


dI = du(t: 24) 一 Ad2， 


je Ou *H Ou 
= | 示 d 十 (9t -2 + (qt — Zi)o DY Zt ss 3277 dt| 


由 团 可 知 ，DYy 2 满足 下 列 关系 


— A(gt — Zi)odBrH. 


t F 
DY 2. = | D?(qn ~ Zi)odBrH + 【 (gs — Zu)opls, pdp, (10) 
0 0 
而 


吕 Ou 冰 
dI = [ 计 十 (dt 一 Zoo(D82032]d 十 [(@: — 及 — Al(gt 一 Zajc|dB;2 (11) 


按照 Merton 对 冲 风险 的 思想 选择 A = 如 消去 由 B;2 带 来 的 系统 风险 。 
由 完全 市 场 无 套利 原则 
dIH = rrdt， (12) 
其 中 7 为 无 险 利 率 。 由 (11)-(12) 可 得 
Ou 


Ou 
可 + (gt ~ Zi)o(DY pe 殉 十 TZt 一 一 


OZt 


一 ?4 一 0， 


wu(T > ZT7) 三 (ZT 大 ) 十 . 
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5 “和 套 期 保值 策略 


在 模型 2 的 支付 函数 (Pr - kiPr - 刀 )+ 中 ， 如 果 襄 = 0 时 为 具有 固定 施 权 的 看 涨 亚 式 期 
权 。 如 果 ka = 0 时 为 具有 漂移 权 的 看 涨 亚 式 期 权 。 为 了 讨论 问题 的 方便 ， 在 这 儿 我 们 只 考虑 第 
一 种 情形 ， 即 请 = 0， eh 

设 投资 者 在 t 时 刻 的 财富 为 v(j， 初 始 值 为 v(0) = wo，t 时 用 于 购买 风险 证 券 的 金额 
为 Tb， 

那么 v(t) 满足 下 列 方程 


dv(t) = rv(t)dt + nr(t)(p—r)dt+n(tjodBi, wv(0)= wo. 
由 模型 2 可 知 上 式 即 为 
du(t) = rv(t)dt + z(tjodBi, wv(0)= wo, te {0,T), 


即 
t 
e "tv(t) = vo +/。 e-"sn(s)odBH ,te€ |0,7]. (13) 
0 


这 时 由 算术 平均 确定 的 亚 式 期 权 ， 赋 予 持 有 者 在 终 期 时 的 权益 为 
7 
f= i/ Pdt ~ ko] ， 


那么 该 期 权 的 套 期 保值 策略 为 自 融 资 策 略 {x(t),t & [0,T|}， 使 得 由 (13) 所 确定 的 v(T) = fr。 
由 模型 确定 的 金融 市 场 的 无 套利 性 可 知 : vo = Ele-"7fr]。 
定理 2 具有 算术 平均 支付 函数 的 亚 式 期 权 广 的 套 期 保值 策略 为 在 任 一 时 刻 s 时， 购买 股 
票 金额 为 Ts 
ns =e"*ElDs(e "Tfr)| Fl/o, 0<s<T. 


引 理 5 设 F= (ll,… , Fk) € (D2.1)*, pe C1(R*) 满 足 


{Berroa < 


那么 P(E) e Dzi， 且 
Dp(F) = 5S. (器 (四 )oe 
证 明 见 国 。 
定理 2 的 证 明 设 函 数 焉 :8Q 一 R 具有 形式 F(w) = f(BH,... ,BH), 对 于 ne 
N (ti, to, , tn) € [0,T]”, f € CP(R"). 


n 


) a 
DH F(w > , BF )Ru(t;, s), 


其 中 
T(2— 2H)cos(H7) 
(1~2H)Hzx 


C 
Ra(s,t) = (oe + lt slH)Cp = 


T(.) 为 工 函数 。 


设 5 表 示 由 上 述 正 组 成 的 集合 ， 对 于 p > 1 在 S 中 引入 范 数 | |g,pi: 
上 lm,Pa S {Bn [IFl? + IDFIPI YS, 

其 中 -| 为 L2([0, 了) 上 的 范 数 。 让 

1 /7 1 三 BH 1 22H 十 

hr- 未 | mat-h=/ poexp (0oB! +7rt— a0 t )at — kz, p(T) = 7, 
那么 代 = p(hr)， 而 
Po 二 SH _1 2,28 ee 
Dshr = [hr 十 如 | ew (eB +rt a0+ ), 0<s<T, 


设 p :RR 一 [0,00), peE C”。 具 有 支撑 集 [0,1] 且 满足 


[ p(z)dz = 1. 


现在 定义 yp 的 修正 序列 


pn(9) = 上 (4 二 Zp(z)dz) =n 人 ，、 p(y)p(ny — ng)dy, 0< pn(g) < 2(g) 
那么 就 有 
im pn(g) = (9), Jim, pn(q9) = D' Yq), 

DT+ 为 右 导 数 且 

g>0, 0<pn(hr) < plhr)= fr, | pn(hr)Dshr |< Dshr < %. 

由 引 理 5 可 知 : pn(hr) e D21 且 
Dspn(hr) = pn(hr)Dshr, 0<s<T, 

由 控制 收敛 定理 可 知 

lim {B| pn(hr)— fr [+lDspn(hr) 一 Dtyp(hr)DshrlP}? =0. 


而 由 算 子 万 的 闭 性 可 知 廊 e D2 C L2(p); 由 引 理 1 可 知 
T 一 
ofr= Ber)+ | 可 Dee 名 1 oat (14) 
0 


而 由 (13) 可 得 
eTy(T) = vo + 上 e-"sx(s)odBH. (15) 
0 
比较 (14) (15) 可 得 


7(s) =e"*B[Ds(e-"Tfr) | Fs]/o, 0<s<T. 
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6 ”结束 语 


本 文 考虑 了 标的 资产 价格 服从 分 数 维 布朗 运动 时 ， 具 有 算术 平均 支付 的 一 种 亚 式 期 权 的 定 
价 与 套 期 保值 ， 采 用 分 式 Ito 型 积分 理论 通过 一 系列 的 变换 与 Merton 对 冲 风险 的 思想 而 获得 
其 定价 方程 。 运 用 Malliavin 分 析 与 一 般 地 Clark 公式 最 后 得 到 了 关于 亚 式 期 权 的 套 期 保值 策 
略 ， 而 现实 中 股票 的 价格 波动 往往 表现 大 范围 的 相依 性 (大 尾 性 质 ) 与 自 相 似 性 ， 而 本 文 的 研究 
考虑 了 这 些 因 素 ,因而 从 理论 的 角度 比较 客观 地 对 亚 式 期 权 给 出 了 一 种 定价 与 套 期 保值 。 
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Pricing and Hedging of an Asia Option Whose Price of Underlying 
Asset Follows Fractional Brown Motion 


LIU Xuan-hui:， XUE Yun!, XU Cheng-xian? 


(1- College of Science, Xiran Polytechnic University Xian 710048; 
2- School of Science, Xian Jiaontong Univeristy，Xiran 710049) 


Abstract: Under the assumption that the price of underlying asset follows a fractional Brownian 
motion, this paper investigates the Pricing and hedging strategy for the Asia option with arithmetic 
averaging by using a Numeraire transformion and replication the price of Asia option is transformed 
into a European option. By a general Clark Formula and Merton's method, the pricing and hedging 
strategy are obtained. 
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